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基于帕累托前沿关系求解约束多目标优化问题基于帕累托前沿关系求解约束多目标优化问题

王昱博，胡成玉*，龚文引
(中国地质大学 计算机学院，湖北 武汉 430074)

摘要摘要：：为解决约束多目标优化问题中的平衡约束满足与目标函数优化以及可行域复杂等挑战，提

出了基于不同帕累托前沿关系的分类搜索方法。提出一种双种群双阶段框架：进化一个辅助种群

Pa 和一个主种群 Pm，并将进化过程分为学习阶段和搜索阶段。学习阶段，种群 Pa 向 UPF

(unconstrained Pareto front)进行搜索，而种群Pm向CPF(constrained Pareto front)进行搜索，旨在探

索UPF与CPF之间的关系；完成学习后，对不同问题的UPF与CPF关系进行分类，以指导后续

搜索策略；在搜索阶段，根据不同的分类关系，调整种群Pa的搜索策略，旨在使种群Pa为种群Pm

提供更有效的辅助信息。基于此算法框架，对不同类型约束多目标优化问题的帕累托前沿关系进

行了分类，实现了对CPF更有效的搜索。实验结果表明：所提算法与其他7种先进的约束多目标

优化算法相比具有更显著的性能优势。通过学习与利用UPF与CPF的关系，能够选择更合适的搜

索策略去应对具有不同特性的约束多目标优化问题，以获得更具优势的最终解集。
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Based on this framework, Pareto front relationships for different CMOPs are classified to achieve the 

more effective searching for CPF. Experimental results show that the proposed algorithm has a better 

performance compared with the seven state-of-the-art constrained multi-objective evolutionary 

algorithms (CMOEAs). Through learning and utilizing the relationship between UPF and CPF, the more 

appropriate search strategies can be selected to handle CMOPs with different characteristics and a more 

advantageous final solution set can be got.
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0 引言引言

约束多目标优化问题在工程应用等现实生活

中非常普遍且处于非常重要的地位。这些实际问

题通常非常复杂、困难，是研究领域主要的热点

和难点，如车辆路径
[1]
、机器人夹持器优化

[2]
，配

水系统设计
[3]
等。因此，研究者们开发了各种各

样的进化算法来求解约束多目标优化问题。求解

约束多目标优化问题不仅要考虑目标优化，同时

要满足约束。为了更好地处理约束，进化算法通

常采用了不同的约束处理方式，主要包括约束支

配原则、ε约束处理方法、惩罚函数和随机排

序等。

除采用不同的约束处理方式外，更多的算法

框架被提出以解决约束多目标问题，如多阶段框

架，多种群框架，多排序框架和混合框架。在多

阶段框架中，文献[4]提出了两阶段框架。第一阶

段，通过一组权重向量将约束多目标问题转化为

单目标优化问题，以帮助寻找有潜力的可行区域。

第二阶段，执行特定的约束多目标进化算法以获

得最终的解集。文献[5]提出了推拉式搜索的两阶

段框架。推阶段，不考虑任何约束，利用多目标

进化算法对整个目标空间进行探索，直到搜索到

UPF(unconstrained Pareto front)。拉阶段，采用改

进的 epsilon 约束将推阶段获得的种群拉到 CPF

(constrained Pareto front)。在多种群框架中，文献[6]

提出了双存档框架，一个种群以收敛为导向，使

种群向CPF收敛，另一种群以多样性为导向，增

加种群的多样性，并帮助种群跳出局部最优。在

多排序框架中，文献[7]提出了利用 2种排序的适

应度函数，分别使用帕累托支配关系评价目标和

约束支配关系评价可行性。文献[8]提出了新的约

束优化框架，具有可行性、收敛性和多样性 3个

指标。在混合框架中，文献[9]提出了一种混合进

化模型，模型结合了进化策略和超体积牛顿法获

得了可靠且快速的约束多目标算法。

一些研究人员也利用UPF信息求解约束多目

标优化问题，文献[10]提出了弱协同进化框架，一

个种群解决原始约束多目标优化问题，另一种群

不考虑任何约束，解决派生出的辅助问题。该算

法能够很好地解决UPF与CPF距离较近的约束多

目标优化问题。但当UPF和CPF没有交集，或者

交集特别小时，位于UPF附近的辅助种群所产生

的后代几乎对解决原始约束多目标优化问题没有

任何帮助
[11]
。当 CPF 和 UPF 非常接近或重合时，

更新辅助种群对于主种群有利。否则，应考虑另

一种更有效的方法来利用辅助种群。基于此观点，

文献[11]提出了一种探索UPF与CPF关系的框架，

在学习阶段学习两者关系，并根据所学习的关系

在下一阶段选择不同的算子，以更好地利用UPF

对CPF进行搜索。由于URCMO在分类过程中使

用了考虑约束的主种群信息，在具有复杂约束的

约束多目标优化问题时，对UPF与CPF关系的分

类可能会出现误差。

本文提出了一种新的基于帕累托前沿关系的

算法 (algorithm based on the relationship between 

Pareto fronts, RBPF)。本文所提RBPF算法进化一

个辅助种群Pa和一个主种群Pm，并将整个进化过

•• 902
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程分为学习阶段和搜索阶段。学习阶段，Pa忽略

所有约束向 UPF 搜索，种群 Pm考虑所有约束向

CPF搜索。并使用一种结合了自适应阶段转换与

固定阶段转换的方法来判断学习阶段是否结束。

在学习阶段结束后，设计了一种新的仅基于种群

Pa可行性信息对UPF和CPF分类的方法，以减少

分类误差。在搜索阶段，根据上阶段的学习结

果，为种群Pa自适应调整进化策略，旨在为种群

Pm提供更有价值的辅助信息，以更好地解决具有

各种不同 UPF 与 CPF 关系的约束多目标优化

问题。

1　约束多目标优化　约束多目标优化

以最小化问题为例，约束多目标优化问题给

出以下定义。

定义1：约束多目标优化问题

minimize  F(x)={ f1 (x) f2 (x)fM (x)}T
           s.t.   x Î RD
                   gi (x)≤ 0 i = 12p
                  hj (x)= 0  j = p + 1p + 2p + q

式中：F(x)是一个由M个目标函数值组成的M维

目标向量；RD是决策空间；x ={x1x2xD }是D

维决策向量；gi (x)和 hj (x)分别为第 i个不等式约

束和第( j–p)个等式约束。通常，当目标个数M > 3

时，称为约束超多目标优化问题，当目标个数为2

或者 3时，称为约束多目标优化问题。当解决约

束多目标优化问题时，任何一个解 x的约束违反

度为

C(x)=∑
i = 1

p

max(0gi (x))+ ∑
j = p + 1

p + q

|| hj (x)

定义2：Pareto支配

对任意 2 个决策空间的解 x 和 y，若满足

fi (x)≤fi (y)，"iÎ{1 2M }，且 fj (x)<fj (y)，$ jÎ{1

2M }，则称x支配y，记作x ≺ y。

定义3：Pareto最优解

若当前解集中不存在任何一个解支配解x，那

么称解x为Pareto最优解，也称非支配解。

定义4：Pareto最优解集

决策空间 RD 中所有的 Pareto 最优解组成

Pareto最优解集。

定义5：Pareto前沿

Pareto 前沿是由 Pareto 最优解集中所有的

Pareto最优解在目标空间的映射。

2　算法描述　算法描述

2.1　　算法框架算法框架

本文算法框架如图1所示。

2.2　　算法设计算法设计

本文所提的RBPF算法框架分为3个模块：学

习阶段、分类方法和搜索阶段。

2.2.1　　学习阶段学习阶段

学习阶段的主要目的是让种群Pa完成对UPF

的搜索，以得到对UPF和CPF关系判断的基础信

息。在学习阶段进化过程中，种群Pa忽略所有约

束，只解决原始约束多目标优化问题所派生出的

辅助问题，旨在完成对UPF的搜索。

开始

学习阶段
是否结束

学习阶段
是否刚结束

学习策略 判断UPF与CPF关系

特定的搜索策略

满足终止
条件

开始

是

否

否

否是

是

图1 算法框架

Fig. 1 Algorithmic framework
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算法1 学习阶段

输入：种群规模N，种群Pa，种群Pm

输出：完成学习后的种群Pa，种群Pm

step 1：从种群Pa中通过竞标赛选择，选择出

N/2个亲本，记作Parent1。

step 2：从种群Pm中通过竞标赛选择，选择出

N/2个亲本，记作Parent2。

step 3：由亲本 Parent1 产生 N/2 个子代，记

作Oa。

step 4：由亲本 Parent2 产生 N/2 个子代，记

作Om。

step 5：由Pa、Oa、Om组成联合种群Ta。

step 6：由Pm、Oa、Om组成联合种群Tm。

step 7：评估联合种群Ta以及Tm。

step 8：从联合种群Ta中通过环境选择策略选

择出N个个体，组成新的种群Pa。

step 9：从联合种群Tm中通过环境选择策略选

择出N个个体，组成新的种群Pm。

竞标赛选择和环境选择策略是基于评估解

的质量来选择的。由于文献[12]所提出的截断策

略以及适应度评价方法在文献[12]和文献[13]中

表现出十分良好的性能，因此，本文同样采用

了这种策略。在评估 Pa时，基于原始约束多目

标优化问题所派生的辅助问题，不考虑任何约

束。而评估 Pm时，基于原始约束多目标优化问

题，考虑所有约束。在每次学习阶段开始前都

要判断是否满足式(1)或者判断当前迭代次数是

否已达到最大迭代次数，若满足，则学习阶段

结束，否则继续。

rk ºmax{r(zk )r(nk )}≤ γ (1)

式中：r(zk )和 r(nk )分别为 10 次迭代中种群 Pa的

理想点和极差点的变化率； γ 为常量，设为

0.001。若满足式 (1)，则代表种群 Pa 已搜索到

UPF，并且在 10次迭代中整个种群变化非常小。

因此，可以认为种群Pa已完成学习阶段任务，进

行阶段转换。

2.2.2　　分类方法分类方法

UPF与CPF之间的关系可泛化为4种，如图2

所示。对于种类 I，由于UPF与CPF相同，因此，

搜索UPF对搜索CPF十分有利。对于种类 IV，由

于 UPF 远离 CPF，不包含任何 CPF，因此，在

UPF附近探索对搜索CPF是完全无用的。可以发

现UPF与CPF之间的关系决定了种群Pa在搜索到

UPF 后，是否应该继续在 UPF 附近搜索。因此，

对于UPF与CPF之间关系的学习和判断是十分重

要的。

在学习阶段刚结束时，通过对种群Pa的分布

来确认UPF和CPF之间的关系。

算法2 分类方法

输入：种群Pa

输出：问题类型L

step 1：对Pa执行快速非支配排序，得到非支

配排序层为1的解，记作PM，数量记作M。

step 2：计算PM中可行解的数量，记作M1。

step 3：计算Pa的非支配排序层为 1的解的可

行率 rf，大小为M1 /M。

step 4：若 rf < 0.3则L=2，否则L=1。

f2 f2

f2 f2

可行域
可行域

可行域
可行域

CPF=UPF CPF
UPF

CPFCPF
UPF

UPF

(a) 种类Ⅰ：UPF与CPF相同

f1 f1

f1 f1

(b) 种类Ⅱ：UPF包含整个CPF

(c) 种类Ⅲ：UPF包含
部分CPF

(d) 种类Ⅳ：UPF不包含
任何CPF

图2 UPF与CPF的关系

Fig. 2 Relationships between CPF and UPF
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判断种群Pa对UPF的搜索是否能为CPF的搜

索提供有利信息，可以转为UPF包含多少CPF的

信息。对于种类 I和种类 II类的约束多目标优化问

题，UPF包含全部的CPF的信息，对UPF的搜索

对于解决原始约束多目标优化问题是十分有利的，

因此，将种类 I和种类 II问题统一归为问题L1。对

于种类 I问题，Pa的非支配排序层为1的解的可行

率 rf＝1。对于种类 II问题，Pa的非支配排序层为

1的解的可行率 rf < 1，且通常>0.5。因此，可以通

过 rf判断出要解决的约束多目标优化问题是否属

于这 2类。对于种类 IV的约束多目标优化问题，

UPF不包含任何CPF的信息，在对UPF搜索完成

后，继续在UPF附近探索无法帮助解决原始约束

多目标优化问题。因此，种群Pa需要调整搜索策

略，同时将种类 IV问题归为问题L2。对于这类问

题，种群Pa的非支配排序层为1的解的可行率 rf =

0，因此，同样可以通过 rf判断要解决的约束多目

标优化问题是否属于种类 IV。然而，对于种类 III

的约束多目标优化问题，种群Pa的非支配排序层

为 1的解的可行率 0 < rf < 1。根据问题不同，rf较

小代表UPF包含CPF的信息很少，可以认为与种

类 IV相同，不再继续在UPF附近探索；rf较大代

表UPF包含信息较多，继续在UPF附近探索。因

此，若一个问题属于种类 III，可以通过种群Pa的

非支配排序层为1的解的可行率 rf的大小，进一步

划分为种类 III、III′，将种类 III归为问题L1，将种

类 III′归为问题L2。划分过程如下：若 0 < rf < 0.3，

则认为问题属于种类 III′，若0.3 ≤ rf < 1，则认为问

题属于种类 III。

综上所述，若0 ≤ rf < 0.3，则问题属于种类 III′

或 IV，既为问题L2，种群Pa不继续在UPF附近探

索。若0.3 ≤ rf < 1，则问题属于种类 II或 III。对于

种类 II和 III的约束多目标优化问题，算法都将继

续对UPF进行搜索，因此，不需要再仔细划分究

竟属于哪一类问题。若 rf＝1，则问题属于种类 I。

因此，若0.3 ≤ rf≤ 1，则为问题L1，种群Pa继续在

UPF附近探索。整个分类过程如图3所示。

2.2.3　　搜索阶段搜索阶段

由于种群Pm已经考虑了所有约束条件，且在

学习阶段与种群Pa相互协作已经具备较好的搜索

能力，所以，在此阶段算法不改变种群Pm的搜索

策略。因此，搜索阶段根据学习任务完成后对约

束多目标优化问题的分类结果，为种群Pa自适应

调整搜索策略。在L1问题中，UPF包含了较多的

CPF的信息，因此，在搜索阶段不调整种群Pm的

搜索策略。在L2问题中，由于UPF包含的CPF信

息较少，因此，在搜索阶段，种群Pa将考虑所有

的约束条件，旨在使种群Pa对CPF进行搜索，为

种群 Pm提供更有价值的辅助信息，避免继续在

UPF附近探索而浪费资源。

算法3 搜索阶段

输入：种群规模N，种群Pa，种群Pm

输出：种群Pa，种群Pm

step 1：判断问题分类。

step 2：从Pa中通过竞标赛选择，选择出N/2

个亲本，记作Parent1。

step 3：从Pm中通过竞标赛选择，选择出N/2

个亲本，记作Parent2。

step 4：由Parent1产生N/2个子代，记作Oa。

step 5：由Parent2产生N/2个子代，记作Om。

step 6：由Pa、Oa、Om组成联合种群Ta。

step 7：由Pm、Oa、Om组成联合种群Tm。

约束多目标

优化问题

种类Ⅰ 种类Ⅱ 种类Ⅲ 种类Ⅳ

种类Ⅰ 种类Ⅱ 种类Ⅲ 种类III′ 种类Ⅳ

基于P1种群非

支配解可行率

L1 L2

图3 分类过程

Fig. 3 Classification process

•• 905

5

Wang et al.: Handling Constrained Multi-objective Optimization Problems Based

Published by Journal of System Simulation, 2024



第 36 卷第 4 期

2024 年 4 月

Vol. 36 No. 4

Apr. 2024

系统仿真学报
Journal of System Simulation

http: // www.china-simulation.com

step 8：评估Ta以及Tm。

step 9：从Ta中通过环境选择策略选择出N个

个体，组成新的种群Pa。

step 10：从 Tm中通过环境选择策略选择出N

个个体，组成新的种群Pm。

算法3与算法1的框架十分相似，不同在于算

法 3会对问题分类进行判断。若问题属于 L1，则

算法3与算法1执行过程相同。若问题属于L2，则

在评估种群Pa的质量时，结合了文献[12]中的适

应度评价方法与约束松弛。同时，执行竞标赛选

择策略以及环境选择策略时，都是基于上述方式

所评估出的解的质量。约束松弛更新规则
[9]
：

ε(k)=
ì
í
î

ïï
ïï

(1 - τ)ε(k - 1)    rf < α

ε(0)(1 - k Tc )pc  rf≥ α (2)

式中：k为当前迭代次数；τ为控制约束松弛减小

速度的参数，设为 0.05；rf 为种群 Pa的可行率；

ε(0)为学习阶段刚结束时，种群Pa总体约束违反度

的最大值；Tc为控制迭代数；pc为控制约束松弛

减小速度的参数，设为2；α控制种群对不可行区

域和可行区域的搜索偏好，设为0.95。

2.2.4　　外存档策略外存档策略

在本文所提算法中，为保证最终解集是分布

良好的可行非支配解，采用了外存档策略。在算

法开始时，外存档进行初始化，随着每一次算法

迭代，将 2个种群所产生的所有子代加入外存档

中，并与外存档中原所有个体进行比较，最终选

择N个最具优势的个体进行保留。外存档的更新

策略：将所有需要比较的个体合并成一个种群，

该种群使用文献[12]中适应度评价方法以及截断策

略，选择出N个最具优势的个体。

2.2.5　　主框架主框架

RBPF算法进化了2个种群，设置了2个阶段，

旨在学习UPF与CPF关系并用以指导后续的搜索

过程。

算法4 主框架

输入：种群规模N，最大迭代次数Tmax

输出：外存档A

step 1：算法初始化

step 1.1：采用随机方法初始化规模为 N 的 2

个种群Pa、Pm。

step 1.2：初始化约束松弛量 ε=0。

step 1.3：初始化zmin=(z min
1 z min

2 z min
m )，zmax=

(z max
1 z max

2 z max
m )，其中，zmin 和 zmax 的各个分量

分别为Pa在各个目标分量上的最小值和最大值。

step 1.4：初始化外存档A。

step 1.5：初始化 rk=1，L=1。

step 1.6：初始化当前迭代次数T=1。

step 2：若T ≥10，则通过式(1)计算 rk。

step 3：若 rk≤γ|| T==0.3×Tmax，则认为学习阶

段结束。判断是否为学习阶段刚结束，若刚结束，

则执行算法2更新L。

step 4：若L==1，则跳转到 step 5，否则跳转

到 step 6。

step 5：执行算法1，跳转到 step 7。

step 6：否则执行算法3，通过式(2)更新 ε

step 7：使用外存档策略更新外存档A。

step 8：检查是否满足停止条件，若是，则算

法终止并输出外存档 A，否则 T=T+1 并跳转到

step 2。

3　数值仿真实验　数值仿真实验

为了验证RBPF算法能够处理具有各种不同

帕累托前沿关系的约束多目标优化问题，将RBPF

与 CMOEA-MS
[13]
、 BiCo

[14]
、 C-TAEA

[6]
、 PPS

[5]
、

ToP
[4]
、TiGE-2

[8]
和URCMO

[11]
在 3个测试集上进行

比较。所有实验均在PlatEMO
[15]
平台上进行。

3.1　　实验设置实验设置

3.1.1　　测试问题测试问题

从 DTLZ
[16]
、DAS

[17]
、LIR

[18]
测试集中选择了

33个具有不同特点的约束多目标优化问题。目标

数 M 和决策变量数 D 设置：对于 DTLZ 测试集，

C1-DTLZ1、 DC1-DTLZ1、 DC2-DTLZ1 和 DC3-
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DTLZ1中，M=3，D=7，而其余问题D=12；对于

DAS和LIR测试集，LIR-CMOP13、LIR-CMOP14

和 DAS-CMOP7、 DAS-CMOP8、 DAS-CMOP9

中，M=3，D=15，而其余问题M=2。

3.1.2　　遗传算子和参数设置遗传算子和参数设置

差分进化：交叉概率 Rc = 1，比例系数

F = 0.5；模拟二进制交叉：交叉概率 pc = 0.9，分

布指数 ηc = 20；多项式变异：变异概率 pm = 1/n，

分布指数ηm = 20。实验种群为100，算法独立运行

次数为 30。DTLZ测试集函数评价次数为 60 000，

DAS和LIR测试集函数评价次数为100 000，其他

参数设置和原文一致。

3.1.3　　性能指标性能指标

IGD+和HV为常用的评价指标，更小的 IGD+

值和更大的 HV 值意味着非支配解集有更好的

质量。

IGD+同时兼顾了收敛和多样性的性能，数学

上可定义为

IGD+ (ZA)=
1
|Z|∑j = 1

|Z|

minai ∈A d(aizj )

d(az)= ∑
k = 1

M

(max{ak - zk0})2

式中：Z为预定义参考点集合；A为解集。

HV表示约束多目标优化算法获得的非支配解

集与CPF的接近性，数学上可定义为

HV(A)=VOL ( ∪[z1z
r
1 ]´ ´[zm z r

m ])
式中：VOL为勒贝格测度；z r

m为预定义参考点。

3.2　　实验结果实验结果

3.2.1　　LIR测试集实验结果测试集实验结果

由于 LIR-CMOPs 的复杂约束，LIR-CMOPs

的CPF以及可行域十分多样，意味着有各种不同

的UPF与CPF关系的约束多目标优化问题。LIR-

CMOP1-4 的可行域十分窄小；LIR-CMOP5-6 的

CPF 与 UPF 相同，分别为凸型和凹型；LIR-

CMOP7-8的UPF位于不可行区域，CPF位于约束

边界上；LIR-CMOP9-10的CPF是UPF的一部分；

LIR-CMOP11-12 的 CPF 位 于 约 束 边 界 ； LIR-

CMOP13-14的CPF与UPF相同。

将LIR-CMOPs划分为

种类 I：LIR-CMOP5-6，13，14。

种类 II：LIR-CMOP9-10。

种类 III：LIR-CMOP11-12。

种类 IV：LIR-CMOP1-4，7-8。

在LIR-CMOPs上 IGD+和HV的统计结果分别

如表1~2所示，由结果可知，所提RBPF算法优于

其他算法。

表1　不同算法在LIR-CMOP1-14上的 IGD+结果

Table 1　IGD+ results of different algorithms on LIR-CMOP1-14

LIRCMOP5

LIRCMOP6

LIRCMOP13

LIRCMOP14

LIRCMOP9

LIRCMOP10

1.230 00

(0.004 24)-
1.350 0

(0.000 184)-
1.320 0

(0.002 01)-
1.270 0

(0.002 110)-
0.909

(0.134 0)-
0.933 0

(0.072 3)-

1.200 00

(0.196 00)-
1.220 0

(0.341 000)-
0.047 1

(0.001 36)-
0.048 6

(0.000 738)-
0.317

(0.086 5)-
0.301 0

(0.042 2) -

0.250 00

(0.053 40)-
0.368 0

(0.271 000)-
0.043 9

(0.001 27)=

0.044 2

(0.000 829)+

0.491

(0.142 0)-
0.409 0

(0.198 0) -

0.006 88

(0.001 44)+

0.050 3

(0.245 000)+

0.077 9

(0.004 49)-
0.062 6

(0.002 400)-
0.221

(0.084 1)-
0.197 0

(0.097 9) -

1.200 00

(0.022 30)-
1.300 0

(0.185 000)-
1.320 0

(0.009 00)-
1.290 0

(0.078 000)-
0.362

(0.143 0)-
0.332 0

(0.078 8) -

1.010 00

(0.398 00)-
1.060 0

(0.454 000)-
1.100 0

(0.481 00)-
1.030 0

(0.494 000)-
0.509

(0.179 0)-
0.745 0

(0.159 0) -

0.123 00

(0.290 00)=

0.075 9

(0.106 000)=

0.063 4

(0.002 93)-
0.050 9

(0.001 860)-
0.195

(0.088 7)=

0.115 0

(0.058 9)-

0.142 00

(0.297 00)

0.260 0

(0.450 000)

0.043 4 

(0.001 07)

0.045 4 

(0.001 520)

0.158 

(0.028 4)

0.058 3 

(0.081 0)

问题 BiCo C-TAEA CMOEA-MS PPS ToP TiGE-2 URCMO RBPF
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LIRCMOP11

LIRCMOP12

LIRCMOP1

LIRCMOP2

LIRCMOP3

LIRCMOP4

LIRCMOP7

LIRCMOP8

+/-/=

0.677

(0.214 0)-
0.556

(0.207 0)-
0.188 0

(0.011 3)-
0.110 0

(0.012 20)-
0.187 0

(0.023 9)-
0.130 0

(0.020 4)-
0.479 0

(0.675 0)-
1.240 0

(0.690 0)-
0/14/0

0.175

(0.038 7)-
0.235

(0.151 0)=

0.259 0

(0.049 5)-
0.140 0

(0.056 00)-
0.259 0

(0.062 7)-
0.203 0

(0.085 5)-
0.338 0

(0.544 0)-
0.712 0

(0.662 0)-
0/13/1

0.280

(0.148 0)-
0.315

(0.115 0)-
0.268 0

(0.032 3)-
0.180 0

(0.022 70)-
0.252 0

(0.046 2)-
0.197 0

(0.021 1)-
0.108 0

(0.020 3)-
0.180 0

(0.044 3)-
1/12/1

0.230

(0.144 0)-
0.151

(0.071 2) =

0.024 2

(0.033 6)+

0.010 9

(0.007 31)+

0.071 1

(0.061 7)=

0.040 4

(0.037 2)=

0.108 0

(0.031 3)-
0.157 0

(0.051 7)-
4/7/3

0.413

(0.119 0)-
0.223

(0.056 2)-
0.266

(0.012 5)-
0.185 0

(0.019 40)-
0.282 0

(0.010 5)-
0.202 0

(0.015 9)-
1.310 0

(0.652 0)-
1.540 0

(0.454 0)-
0/14/0

0.713

(0.164 0)-
0.371

(0.077 2)-
0.186

(0.016 0)-
0.114 0

(0.009 56)-
0.185 0

(0.015 2)-
0.123 0

(0.013 8)-
0.251 0

(0.091 2)-
0.391 0

(0.273 0)-
0/14/0

0.150

(0.139 0)-
0.160

(0.043 8)=

0.112 0

(0.045 3)-
0.024 1

(0.033 10)+

0.064 7

(0.047 4)-
0.072 9

(0.056 0-
0.021 7

(0.031 7)-
0.011 6

(0.018 4)+

2/8/4

0.112

(0.018 7)

0.144 

(0.029 9)

0.049 3 

(0.030 5)

0.024 6 

(0.012 90)

0.034 3

(0.021 1)

0.029 6 

(0.021 4)

0.015 4 

(0.023 9)

0.033 3 

(0.072 3)

续表

问题 BiCo C-TAEA CMOEA-MS PPS ToP TiGE-2 URCMO RBPF

注：“+”“–”“=”分别表示其他算法优于、劣于和等于本文算法。

表2　不同算法在LIR-CMOP1-14上的HV结果

Table 2　HV results of different algorithms on LIR-CMOP1-14

LIRCMOP5

LIRCMOP6

LIRCMOP13

LIRCMOP14

LIRCMOP9

LIRCMOP10

LIRCMOP11

LIRCMOP12

LIRCMOP1

LIRCMOP2

LIRCMOP3

0

(0)-
0

(0)-
0.000 115

(0.000 137)-
0.000 37 

(0.000 334)-
0.137 

(0.057 8)-
0.064 7 

(0.017 9)-
0.270 

(0.102 0)-
0.362 

(0.097 7)-
0.136

(0.005 18)-
0.262 

(0.009 11)-
0.126 0 

(0.010 30)-

0.006 14 

(0.033 6)-
0.009 96 

(0.026 0)-
0.546 000 

(0.001 880)-
0.546 00 

(0.000 833)-
0.349 

(0.056 5)-
0.504 0 

(0.034 6)-
0.606 

(0.250 0)-
0.506

(0.054 1) =

0.114 

(0.021 10)-
0.260 

(0.030 30)-
0.096 5 

(0.027 60)-

0.145 00 

(0.022 1)-
0.092 50 

(0.026 7)-
0.556 000 

(0.001 290)=

0.556 00 

(0.000 965)+

0.279

(0.064 3)-
0.413 0 

(0.155 0)-
0.490

(0.108 0)-
0.440

(0.050 8)-
0.108

(0.012 90)-
0.221

(0.017 00)-
0.102 0 

(0.016 80)-

0.290 00 

(0.001 3)+

0.190 00 

(0.035 9)+

0.510 000

(0.006 180)-
0.530 00 

(0.003 720)-
0.437 

(0.048 3)-
0.579 0 

(0.071 9)-
0.512 

(0.110 0)-
0.525 

(0.050 2) =

0.225 

(0.020 50)+

0.355

(0.007 64)+

0.173 0 

(0.027 20) =

0

(0)-
0.001 90 

(0.010 4)-
0.003 310 

(0.012 500)-
0.003 68 

(0.018 600)-
0.331 

(0.074 7)-
0.472 0 

(0.075 0)-
0.376 

(0.079 6)-
0.475 

(0.043 6)-
0.107 

(0.008 56)-
0.217 

(0.016 10)-
0.090 5 

(0.006 14)-

0.029 00 

(0.054 5)-
0.024 00 

(0.037 5)-
0.072 100 

(0.138 000)-
0.089 60 

(0.153 000)-
0.242 

(0.083 3)-
0.151 0 

(0.048 8)-
0.191 

(0.072 2)-
0.370 

(0.052 7)-
0.137 

(0.008 17)-
0.262 

(0.008 36)-
0.124 

(0.008 65)-

0.252 00 

(0.074 5) =

0.169 00 

(0.034 5) =

0.535 000 

(0.002 910)-
0.549 00 

(0.002 010)-
0.442 

(0.065 4) =

0.639 0 

(0.038 2)-
0.577 

(0.109 0)-
0.521 

(0.030 9) =

0.176 

(0.024 90)-
0.338 

(0.033 10)-
0.176 

(0.024 10)-

0.245 00 

(0.078 9)

0.138 00 

(0.074 3)

0.556 000 

(0.001 050)

0.555 00 

(0.001 240)

0.449 

(0.026 3)

0.672 0 

(0.055 7)

0.607 

(0.016 8)

0.530 

(0.019 3)

0.206 

(0.016 50)

0.341

(0.013 20)

0.188 

(0.008 00)

问题 BiCo C-TAEA CMOEA-MS PPS ToP TiGE-2 URCMO RBPF
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LIRCMOP4

LIRCMOP7

LIRCMOP8

+/-/=

0.224 

(0.012 50)-
0.187 0 

(0.105 00)-
0.066 2 

(0.103 00)-
0/14/0

0.191 

(0.038 20)-
0.208 0 

(0.085 70)-
0.135 0 

(0.099 10)-
0/13/1

0.188

(0.013 60)-
0.245 0

(0.008 76)-
0.230 0

(0.010 40)-
1/12/1

0.288 

(0.276 00) =

0.246 0 

(0.013 20)-
0.235 0 

(0.016 30)-
4/7/3

0.185 

(0.108 00)-
0.052 8 

(0.098 80)-
0.021 50 

(0.066 00)-
0/14/0

0.230 

(0.009 14)-
0.196 0 

(0.023 00)-
0.174 

(0.039 10)-
0/14/0

0.265 

(0.039 00)-
0.287 0 

(0.014 80)-
0.291 

(0.008 90)+

1/9/4

0.294 

(0.016 40)

0.289 00 

(0.011 50)

0.284 

(0.024 00)

续表

问题 BiCo C-TAEA CMOEA-MS PPS ToP TiGE-2 URCMO RBPF

注：“+”“–”“=”分别表示其他算法优于、劣于和等于本文算法。

对于种类 I问题，所有对比算法中，PPS表现

最佳，本文所提 RBPF 算法仅次于 PPS。原因在

于，基于分解框架的PPS算法，配备了 ε方法，能

利用大量的不可行解维持多样性。因此，表现较

好。由于RBPF算法框架和LIR-CMOP5-6的复杂

性，辅助种群有时未能充分搜索UPF，学习阶段

便已结束。因此，可能导致误判问题类型，造成

搜索能力下降。但所提RBPF算法在处理种类 I的

问题上，仍表现出十分有竞争力的性能。

对于种类 II问题，RBPF均获得了最佳结果。

原因在于，LIR-CMOP9-10 没有大规模不可行区

域，通过所用的框架和约束违反度优先方法较好

地搜索了CPF。

对于种类 III问题，RBPF能够很好地调整搜

索阶段的策略，使辅助种群更有效地搜索 CPF，

获得了最佳结果。

对于种类 IV问题，RBPF、PPS和URCMO分

别取得3、2和1个最佳结果。PPS由于之前提到的

策略，能够很好地处理LIR-CMOP1-2这类可行域

十分窄小的问题。URCMO思想与RBPF相似，但

其分类方法以及第2阶段使用的策略与RBPF完全不

同。RBPF仅使用辅助种群的信息进行分类，因此，

误判情况较少。并且RBPF在搜索阶段所采用的是

约束处理技术的改变。相较于URCMO改变算子的

策略，在约束较为复杂的问题上，RBPF表现更好。

综上所述，本文所提RBPF算法能够很好地

利用UPF与CPF关系去解决具有不同特点的约束

多目标优化问题，且表现出了优秀的性能优势。

3.2.2　　在在DAS与与DTLZ测试集上的实验结果测试集上的实验结果

由于大规模不可行区域的阻挡，DAS测试集

的CPF也是离散的，并且一些问题的可行域远离

UPF。因此，许多约束多目标优化算法解决DAS-

CMOPs时可能会遇到一些困难：收敛困难、可行

性困难和多样性困难。表3~4分别显示了在DAS-

CMOPs上的 IGD+和HV统计结果，再次证实了本

文所提算法的优越性。由于RBPF算法能够根据

不同问题调整搜索策略，更有效地指导种群搜索

CPF。因此，在一定程度上克服了收敛困难、可

行性困难以及多样性困难，在DAS测试集上较其

他 7个约束多目标优化算法表现出了十分优秀的

性能。同样地，表5~6分别显示了在DTLZ测试集

上的 IGD+和HV统计结果。上述实验充分证明了

RBPF算法的有效性、竞争力以及能够处理具有各

种不同类型UPF与CPF关系的约束多目标优化问

题的能力。

3.2.3　　Friedman Test

使用KEEL软件对所有算法在所有测试集上的

IGD+与HV结果进行Friedman秩和检验，如表7所

示，RBPF算法在 IGD+以及HV结果上均获得了

最佳排序值，所有对比算法的 p-值均小于显著性

水平0.05，因此，所有对比算法与RBPF相比有明

显差异。证明 RBPF 算法比其他算法具有显著

优势。
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表3　不同算法在DAS-CMOP1-9上的 IGD+结果

Table 3　IGD+ results of different algorithms on DAS-CMOP1-9

问题

DASCMOP1

DASCMOP2

DASCMOP3

DASCMOP4

DASCMOP5

DASCMOP6

DASCMOP7

DASCMOP8

DASCMOP9

+/-/=

BiCo

0.729 00

(0.024 800)-
0.151 00 

(0.007 590)-
0.187 00 

(0.014 100)-
0.063 20 

(0.113 00)-
0.075 80 

(0.155 000)-
0.145 0 

(0.179 00)-
0.025 8 

(0.001 710)-
0.019 4 

(0.002 570) =

0.251 0 

(0.027 10)-
0/8/1

C-TAEA

0.166 00

(0.003 170)-
0.056 30 

(0.018 800)-
0.122 00 

(0.031 000)-
0.007 59 

(0.001 50)-
0.005 72 

(0.000 833)-
0.015 4

(0.008 06) =

0.027 2 

(0.001 010)-
0.022 4 

(0.002 570)-
0.186 0 

(0.031 90)-
0/8/1

CMOEA-MS

0.728 00

(0.053 900)-
0.151 00 

(0.009 150)-
0.197 00 

(0.015 300)-
0.044 10 

(0.086 40) =

0.071 00 

(0.160 000) =

0.216 0 

(0.221 00)-
0.023 0 

(0.000 633) =

0.018 4 

(0.000 588)+

0.232 0 

(0.003 00)-
1/5/3

PPS

0.059 70 

(0.104 000)-
0.004 03 

(0.000 180)-
0.129 00

(0.082 0000)-
0.243 00 

(0.145 00)-
0.167 00 

(0.253 000)-
0.247 0 

(0.303 00)-
0.187 0 

(0.164 000)-
0.165 0 

(0.208 000)-
0.166 0 

(0.128 00)-
0/9/0

ToP

0.782 00 

(0.041 500)-
0.671 00 

(0.231 000)-
0.685 00 

(0.161 000)-
NaN (NaN)

NaN (NaN)

NaN (NaN)

NaN (NaN)

NaN (NaN)

0.458 0 

(0.094 30)-
0/4/0

TiGE-2

0.608 00 

(0.143 000)-
0.130 00 

(0.040 500)-
0.190 00 

(0.024 000)-
0.018 10 

(0.007 27)-
0.018 70 

(0.004 000)-
0.075 2 

(0.139 00)-
0.099 2 

(0.017 6000)-
0.059 0 

(0.015 800)-
0.211 0 

(0.026 10)-
0/9/0

URCMO

0.017 80 

(0.085 500) =

0.006 44 

(0.014 300) =

0.139 00

(0.073 500)-
0.112 00 

(0.143 00)-
0.037 60 

(0.099 900)-
0.361 0 

(0.175 00)-
0.030 8 

(0.011 000)-
0.022 9 

(0.004 160)-
0.023 6 

(0.001 02)-
0/7/2

RBPF

0.002 23 

(0.000 102)

0.003 86 

(0.000 180)

0.005 54 

(0.000 142)

0.007 27 

(0.035 80)

0.001 83 

(0.000 081)

0.039 7 

(0.092 20)

0.023 4 

(0.001 010)

0.018 8 

(0.000 753)

0.021 2 

(0.001 12)

注：“+”“-”“=”分别表示其他算法优于、劣于和等于本文算法。

表4　不同算法在DAS-CMOP1-9上的HV结果

Table 4　HV results of different algorithms on DAS-CMOP1-9

问题

DASCMOP1

DASCMOP2

DASCMOP3

DASCMOP4

DASCMOP5

DASCMOP6

DASCMOP7

DASCMOP8

DASCMOP9

+/-/=

BiCo

0.007 04 

(0.004 950)-
0.249 0 

(0.004 700)-
0.212 0 

(0.003 860)-
0.177

(0.044 00)-
0.306 

(0.092 700)-
0.236 

(0.094 20)-
0.287 

(0.000 187)-
0.206 

(0.001 900)-
0.125 0 

(0.007 510)-
0/9/0

C-TAEA

0.167 00 

(0.002 790)-
0.306 0 

(0.008 150)-
0.243 0 

(0.015 200)-
0.195 

(0.005 15)-
0.348 

(0.000 706)-
0.307 

(0.002 21) =

0.287 

(0.000 765)-
0.203 

(0.001 620)-
0.143 0 

(0.010 200)-
0/8/1

CMOEA-MS

0.007 89 

(0.012 100)-
0.254 0 

(0.003 580)-
0.209 0 

(0.000 217)-
0.190

(0.024 10)-
0.311

(0.092 800) =

0.200

(0.115 00)-
0.289

(0.000 198)+

0.208

(0.000 261)+

0.131 0 

(0.009 750)-
2/6/1

PPS

0.195 00 

(0.028 900)-
0.355 0 

(0.000 113) =

0.243 0 

(0.046 100)-
0.126 

(0.057 50)-
0.263 

(0.129 000)-
0.202 

(0.124 00)-
0.212 

(0.073 700)-
0.142 

(0.073 000)-
0.152 0 

(0.039 100)-
0/8/1

ToP

0.002 44 

(0.004 550)-
0.061 7 

(0.079 200)-
0.036 7 

(0.052 600)-
NaN (NaN)

NaN (NaN)

NaN (NaN)

NaN (NaN)

NaN (NaN)

0.063 9 

(0.024 200)-
0/4/0

TiGE-2

0.03 25 

(0.040 000)-
0.266 0 

(0.014 400)-
0.212 0 

(0.011 900)-
0.180 

(0.008 06)-
0.338 

(0.002 920)-
0.275 

(0.064 80)-
0.252 

(0.008 890)-
0.182 

(0.007 310)-
0.125 0 

(0.008 000)-
0/9/0

URCMO

0.207 00 

(0.025 100) =

0.353 0 

(0.012 000) =

0.238 0 

(0.041 600)-
0.157 

(0.056 10)-
0.329 

(0.058 000)-
0.128 

(0.086 70)-
0.284 

(0.005 740)-
0.204 

(0.002 570)-
0.203 0 

(0.000 482)-
0/7/2

RBPF

0.212 00 

(0.000 588)

0.355 0 

(0.000 145)

0.312 0 

(0.000 298)

0.203 

(0.007 35)

0.352 

(0.000 100)

0.292 

(0.051 60)

0.289 

(0.000 417)

0.207 

(0.000 332)

0.204 

(0.000 526)

注：“+”“-”“=”分别表示其他算法优于、劣于和等于本文算法。
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3.3　　模块作用验证模块作用验证

将RBPF与其 5个变体在LIR、DAS和DTLZ

测试集上进行比较。RBPF1在完成学习阶段后不

考虑学习结果，在搜索阶段Pa始终不考虑任何约

束；RBPF2在完成学习阶段后不考虑学习结果，

在搜索阶段Pa采用约束松弛；RBPF3不进行学习

阶段的学习，种群初始化后种群Pa便采用约束松

弛；RBPF4分组判断条件 rf设为0.2；RBPF5分组

判断条件 rf设为0.4。

表8为所提RBPF算法与其变体在所有测试问

题上的对比结果。

由表 8 可知：①RBPF 显著优于 RBPF1 与

RBPF2。原因在于这 2个变体没有根据学习结果

选择更合适搜索策略以应对具有不同特点的问题。

由此可证明，RBPF能够很好地按照算法设想，处

理各种类型约束多目标优化问题，同时也证明了

本文所提分类方法的准确性以及搜索阶段根据问

题分类调整搜索策略的有效性。②RBPF显著优于

RBPF3，证明了算法在进化开始，对种群Pa在学

习阶段忽略所有约束，使其对UPF与CPF关系学

习的有效性。③RBPF在3个测试集上的统计结果

与RBPF4和RBPF5十分相似。rf的大小影响的仅

是对种类 III 问题的进一步分类。实验中可以发

现，属于种类 III问题的 rf值基本上是大于 0.4的，

而属于种类 IIIʹ问题的 rf值基本上是小于0.2的。因

此，rf在 0.2~0.4中取值的敏感性并不强，这一点

在实验数据上也得到了印证。综上所述，最终将

分组判断条件 rf设为中间值 0.3。至此，算法各个

模块的有效性得到了充分证明。

表5　不同算法在DTLZ测试集上的 IGD+结果

Table 5　IGD+ results of different algorithms on DTLZ benchmark suit

问题

C1_DTLZ1

C1_DTLZ3

C2_DTLZ2

C3_DTLZ4

DC1_DTLZ1

DC1_DTLZ3

DC2_DTLZ1

DC2_DTLZ3

DC3_DTLZ1

DC3_DTLZ3

+/-/=

BiCo

0.014 6 

(0.000 221)-
1.120 0 

(2.750 0)-
0.019 2 

(0.000 610) =

0.059 3 

(0.002 16)-
0.008 67 

(0.000 599) =

0.014 4 

(0.001 160) =

0.131 0 

(0.075 900)-
0.565 

(0.003 07)-
0.083 90 

(0.082 600)-
1.200 00 

(0.491 000)-
0/7/3

C-TAEA

0.016 3 

(0.000 128)-
0.128 0 

(0.461 0)-
0.023 5 

(0.000 438)-
0.061 0 

(0.002 38)-
0.010 60 

(0.000 126)-
0.016 1 

(0.000 708)-
0.016 4 

(0.000 175)+

0.374 

(0.258 00)=

0.006 51 

(0.000 165)+

0.009 81 

(0.000 503)+

3/6/1

CMOEA-MS

0.014 7 

(0.000 275)-
0.230 0 

(1.460 0) =

0.019 5 

(0.000 907)-
0.321 0 

(0.041 70)-
0.010 60 

(0.003 260)-
0.076 1 

(0.089 700) =

0.015 1 

(0.000 520)+

0.455

(0.218 00)-
0.025 80 

(0.006 820)-
0.299 00 

(0.424 000)+

2/6/2

PPS

0.019 0 

(0.000 838)-
2.970 0 

(3.910 0)-
0.024 8 

(0.000 716)-
0.097 2 

(0.034 60)-
0.029 50 

(0.045 600)-
0.469 0 

(0.726 000)-
0.031 5 

(0.038 200)-
0.375 

(0.264 00)-
0.561 00 

(0.956 000)-
1.940 00 

(1.770 000)-
0/10/0

ToP

NaN (NaN)

0.492 0 

(1.470 0)-
0.036 4 

(0.007 100)-
0.106 0 

(0.007 05)-
0.018 90 

(0.004 020)-
1.600 0 

(2.300 000)-
NaN (NaN)

NaN (NaN)

2.070 00 

(2.960 000)-
7.880 00 

(3.980 000)-
0/7/0

TiGE-2

0.249 0 

(0.088 100)-
5.210 0 

(3.460 0)-
0.037 4 

(0.002 860)-
0.086 7 

(0.003 83)-
0.455 00 

(0.306 000)-
1.820 0 

(0.668 000)-
0.255 0 

(0.069 600)-
0.989

(0)=

1.450 00 

(0.777 000)-
3.580 00 

(0.724 000)-
0/9/1

URCMO

0.018 0 

(0.001 410)-
2.900 0 

(3.730 0)-
0.022 2 

(0.002 090)-
0.069 4 

(0.003 33)-
0.009 86 

(0.000 668)-
0.027 9 

(0.028 900)-
0.028 9 

(0.028 400)-
0.579 

(0.016 10)-
0.018 00 

(0.067 200)-
0.722 00 

(0.496 000)-
0/10/0

RBPF

0.014 2 

(0.000 172)

0.024 2 

(0.001 4)

0.018 5 

(0.000 654)

0.056 1 

(0.002 29)

0.008 44 

(0.000 417)

0.014 4 

(0.001 210)

0.024 5 

(0.037 900)

0.152 

(0.206 00)

0.010 60 

(0.030 000)

0.573 00 

(0.320 000)

注：“+”“-”“=”分别表示其他算法优于、劣于和等于本文算法。
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3.4　　实际约束多目标优化问题实验结果实际约束多目标优化问题实验结果

为进一步证明所提RBPF算法的性能，在3个

实际约束多目标优化问题上进行了实验，如表9~10

所示，进一步证明了所提算法的有效性。

表6　不同算法在DTLZ测试集上的HV结果

Table 6　HV results of different algorithms on DTLZ benchmark suit

问题

C1_DTLZ1

C1_DTLZ3

C2_DTLZ2

C3_DTLZ4

DC1_DTLZ1

DC1_DTLZ3

DC2_DTLZ1

DC2_DTLZ3

DC3_DTLZ1

DC3_DTLZ3

+/-/=

BiCo

0.836 

(0.004 63)-
0.437 00 

(0.212 00)-
0.516 

(0.001 46) =

0.788 

(0.001 27)-
0.631 0 

(0.002 02)-
0.471 

(0.002 10) =

0.549 

(0.200 000)-
0.013 30 

(0.000 733) =

0.323 00 

(0.215 00)-
0

(0)-
0/7/3

C-TAEA

0.837 

(0.001 19)-
0.503 00 

(0.123 00)-
0.507 

(0.001 78)-
0.785 

(0.001 56)-
0.627 0 

(0.001 11)-
0.463 

(0.002 25)-
0.838 

(0.000 355)+

0.201 00 

(0.259 000) =

0.523 00

(0.003 15)+

0.361 0 

(0.001 67)+

3/6/1

CMOEA-MS

0.833

(0.005 24)-
0.528 00

(0.111 00) =

0.516

(0.001 30)-
0.546

(0.075 80)-
0.619 0

(0.019 90)-
0.433

(0.056 80) =

0.839

(0.001 120)+

0.122 00 

(0.221 000)-
0.409 00

(0.035 00)-
0.226 0 

(0.167 00)+

2/6/2

PPS

0.818

(0.003 52)-
0.325 00 

(0.252 00)-
0.499 

(0.002 80)-
0.756 

(0.029 30)-
0.562 0 

(0.073 70)-
0.264 

(0.156 00)-
0.784 

(0.093 800)-
0.201 00 

(0.251 000)-
0.123 00 

(0.169 00)-
0.020 8 

(0.065 10) =

0/9/1

ToP

NaN (NaN)

0.346 00 

(0.212 00)-
0.468 

(0.012 50)-
0.755 

(0.004 96)-
0.577 0 

(0.025 10)-
0.159 

(0.183 00)-
NaN (NaN)

NaN (NaN)

0.027 50 

(0.084 40)-
0

(0)-
0/7/0

TiGE-2

0.245 

(0.193 00)-
0.001 16 

(0.006 38)-
0.461 

(0.008 77)-
0.766 

(0.002 89)-
0.090 7 

(0.078 20)-
0

(0)-
0.239 

(0.149 000)-
0

(0)=

0.006 03 

(0.020 20)-
0

(0)-
0/9/1

URCMO

0.828 

(0.005 99)-
0.251 00 

(0.255 00)-
0.509 

(0.003 83)-
0.781 

(0.001 96)-
0.628 0 

(0.002 20)-
0.446 

(0.051 30)-
0.807 

(0.070 3000)-
0.009 18 

(0.001 740)-
0.515 00 

(0.097 30)-
0.048 5 

(0.114 00) =

0/9/1

RBPF

0.839 

(0.003 22)

0.558 00 

(0.002 43)

0.517 

(0.001 60)

0.780 

(0.001 37)

0.632 0 

(0.001 44)

0.472 

(0.002 21)

0.818 

(0.092 000)

0.406 00 

(0.209 000)

0.521 00 

(0.079 10)

0.048 4 

(0.126 00)

注：“+”“-”“=”分别表示其他算法优于、劣于和等于本文算法。

表7　不同算法的Friedman秩和检验结果

Table 7　Friedman test results of different algorithms

算法

BiCo

C-TAEA

CMOEA-MS

PPS

ToP

TiGE-2

URCMO

RBPF

IGD+

排序值

5.333 0

3.909 1

4.484 8

4.242 4

7.212 1

5.818 2

3.484 8

1.515 2

p-值

0

0.000 072

0.000 001

0.000 006

0

0

0.001 089

HV

排序值

5.560 6

3.697 0

4.424 2

4.121 2

7.242 4

5.924 2

3.484 8

1.545 5

p-值

0

0.000 036

0.000 002

0.000 019

0

0

0.001 299

表8　RBPF和其变体在所有测试集上的对比结果

Table 8　Results of RBPF and its variants on all suites

变体

RBPF1

RBPF2

RBPF3

RBPF4

RBPF5

IGD+(+/-/=)

5/17/11

2/17/14

2/22/9

0/1/32

0/2/31

HV(+/-/=)

4/19/10

3/17/13

1/23/9

0/1/32

0/1/32

注：“+”“-”“=”分别表示其他算法优于、劣于和等于

本文算法。

表9　3个实际约束多目标优化问题的参数

Table 9　Parameters in three real-world CMOPs

问题

Bulk Carrier Design[19]

Process Flow Sheeting[20]

Process Synthesis[21]

目标数量

3

2

2

决策变量

数量

6

3

2

约束数量

9

3

2
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4　结论　结论

本文针对约束多目标优化问题，从探索和利

用UPF与CPF之间的关系出发，提出了一种基于

帕累托前沿关系的约束多目标优化算法。该优化

算法，在学习阶段确定给定问题的UPF与CPF之

间的关系。学习阶段结束后，通过本文设计的分

类方法，对两者关系进一步分类。在搜索阶段，

根据分类结果，为种群配备特定的搜索策略，旨

在为搜索CPF提供更有价值的信息。通过在33个

具有不同特点的基准函数和 3个实际约束多目标

优化问题上的实验，验证了本文所提算法能够很

好地利用帕累托前沿关系，解决具有不同特点的

约束多目标优化问题，并且相较其他算法具有显

著的性能优势。此外，通过消融实验进一步验证

了本文各个模块的有效性和必要性。但所提算法

仍有一些不足之处。例如，当处理LIR-CMOPs中

的一些特别复杂的约束多目标优化问题时，由于

辅助种群未能充分搜索UPF，所提的分类方法可

能误判给定问题的类型，继而采用不合适的搜索

策略造成算法的搜索能力下降。未来还需要在以

下方面进行改进：设计基于关系分类的预选策略

以节省评价次数。加强算法搜索能力，从而实现

更为精准的分类。从决策空间和目标空间提取更

多特征，为不同类型问题制定更加合适的搜索策

略。未来还需尝试将本文所提算法用于更多仿真

实验中以解决实际约束多目标优化问题所带来的

难点
[22-23]

。
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