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0　引言　引言

由于有限元程序需要适用不同问题，因而产

生了复杂多样的单元类型和本构模型，对程序的

可扩充性和可维护性提出了更高的要求。传统的

面向过程式的程序设计由于本身的局限性不再适

用有限元的发展。这种局限性主要表现在
[1]
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使是修改代码的一小部分，也需要对整个程序有

高度的了解；② 代码可重用性差；③ 数据结构的

微小变化可能会对整个系统产生连锁反应；④ 设

计组件之间的众多相互依赖关系是隐藏的，难以

确定；⑤ 不能保证数据结构的完整性。

20世纪80年代以来，面向对象程序设计逐渐

出现在人们的视野中。这种编程思想将数据结构

和算法封装成对象，将客观世界看成一系列相互

作用、相互关联的对象，每个对象都拥有自己的

属性和方法，并且具有封装性、继承性、多态性

等优点。目前，已经有许多学者进行了面向对象

有限元程序的研究。Forde等
[2]
尝试使用面向对象

的编程思想来设计有限元程序。此后，国内外许

多学者基于C++语言将面向对象编程应用于非线

性有限元分析中
[3-9]

，如 Menétrey 等
[6]
介绍了面向

对象有限元在 J2塑性中的应用；Lages等
[7]
提出了

基于面向对象程序有限元法求解几何非线性梁模

型和弹塑性Cosserat连续体；李会平等
[8]
在已有线

性面向对象类的基础上进行了扩充，实现了弹塑

性分析；陈飙松等
[9]
基于有限元分析软件系统

SiPESC.FEM，采用经典软件设计模式，提出了一

种基于面向对象设计方法的通用小变形率无关弹

塑性分析软件框架。

面向对象编程语言从Smalltalk到后来逐渐发

展的C++、Python等。C++凭借着优异的计算性能

以及与C语言良好的共性，长期被运用于面向对

象的有限元程序设计。然而，C++语言本身的复

杂性、无法内存自动管理，以及缺乏庞大的标准

库和第三方库，使得程序的开发周期较长、需要

构建矩阵类，并且需要开发人员有着较强的编程

能力，这使得有限元程序难以扩充和维护。

Python语言是一种解释性、面向对象及动态数据

类型的高级程序设计语言。它具有许多优秀的特

性，如简洁易读、内存的自动管理、拥有庞大的

标准库及第三方库、与其他语言(C、Fortran)良好

互操作性和互用性，以及庞大的科学计算社区，

还有优秀的可视化能力，已成为很受欢迎的程序

设计语言之一。已经有许多有限元软件包使用

Python语言，其中一些使用Python作为主要语言，

例如，Fenics
[10]
、Firedrake

[11]
、Sfepy

[12]
等，这表明

Python在有限元领域已经得到了广泛应用。

也有学者基于Python采用面向对象编程思想

编制了相应的软件，如Murat
[13]
基于Python的描述

符协议提出了一种以领域特定建模语言(DSML)形

式的面向对象应用程序编程接口；Miroslav等
[14]
基

于动态刚度单元，使用Python编制了FREEVIB面

向对象软件，提出了一种板状结构自由振动分析

框架。

基于Python的面向对象有限元程序大多是基

于特别问题编制的有限元程序，对于使用Python

的非线性有限元分析的有限元框架目前较少。本

文针对弹塑性力学问题，采用面向对象编程思想

对其有限元方法及实现重新进行了梳理，设计出

了前处理类、后处理类、线性求解类、应力积分

类、分析类等相应的有限元类，提出了一种简单、

易扩充的自主可控有限元程序框架，并基于

Python进行了实现。该程序框架由于避免了基于

C++的面向对象有限元程序中矩阵类的设计，相

应的程序开发难度得到了大幅度降低。通过将该

有限元程序框架应用于厚壁圆筒、土石混合体及

混凝土骨料模型等几类典型问题的弹塑性有限元

分析与模拟，并分别与理论解或ABAQUS解进行

了对比分析，验证了程序框架的有效性和适应性。

面向对象弹塑性有限元程序框架实现了从几何建

模、划分网格、加载到提交计算、后处理等功能

的一体化处理，显著提高了工作效率，其中的核

心模块更加结构化，程序代码完全自主可控，非

常方便验证、改正及扩充相关算法，Python代码

编写更简便，代码的可重用成分也更大，更能适

应实际问题的多样性和多变性。

1　弹塑性有限元方法　弹塑性有限元方法

弹塑性问题是固体力学中的一类非线性问题，

属于材料非线性或物理非线性，其特点是应力与

•• 1108
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应变之间不再是一一对应的单值关系，应力依赖

于变形状态，且与加载历史有关，其本构关系的

建立需采用增量理论。土、岩石、混凝土等具有

典型的材料非线性性质。在弹塑性状态下，材料

的应变应力关系是非线性的，有限元方法是求解

弹塑性问题最为有效的数值方法之一。

考虑小变形弹塑性力学问题，其中位移和应

变是微小量，几何方程也是线性的，相应的数学

模型为

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

μDu + (λ + μ)Ñ div u = f in Ω

u = û on Γu

σ(u)×  n = T̄ on ΓS

(1)

式中：ΩÌR2，ΓuÇΓS = ϕ，u = (uv)T 为位移；σ =

(σij )(ij = 12)为 Cauchy 应力张量；f = ( fxfy )T 为体

力； û = (ûv̂)T 为边界 Γu 上的已知位移； T̄ =

(TxTy )T为边界ΓS上的面力；n = (nxny )T为边界ΓS

的单位外法线向量；λ和μ为拉梅常数。

该受力系统的总势能为

Õ(u)= ∫
Ω

1
2
εTσ t dΩ - ∫

Ω

uT f t dΩ - ∫
ΓS

uTT̄ t d Γ (2)

式中： t  为厚度； ε = (εxεyγxy )T 为应变； σ =

(σxσyτxy )T为应力。

设T h是求解域Ω上的三角形或四边形网格剖

分，记单元数为 ne个，其中，h为 T h 上所有剖分

单元的最大尺寸。利用线性元或二次元进行有限

元分析，并记节点数为Nn 个。设节点位移为 a i =

[uivi ]
T，i = 12Nn，则位移和应变为

uh (x)=∑
i = 1

Nn

N i (x)ai ε
h (x)=∑

i = 1

Nn

Bi (x)ai (3)

式中：Ni (x)为形函数矩阵；Bi (x)为协调应变梯

度矩阵。

依据塑性理论，应力应变为

dσ =Depdε (4)

式中：Dep为弹塑性矩阵。

Dep =De -Dp =De -
De( )¶F

¶σ ( )¶F
¶σ

T

De

A + ( )¶F
¶σ

T

De( )¶F
¶σ

(5)

式中：De为弹性矩阵；F =F(σij )为屈服函数；A =

-
¶F
¶κ
σT ¶F

¶σ
。

采用增量法求解弹塑性力学问题，即通过将

外载荷分成若干增量步，在每个增量上计算位移

的增量，然后将位移增量累加得到总的位移。假

设在第m增量步的位移am已经计算出，则可施加

载荷增量DFm =Fm + 1 -Fm，使总的载荷达到Fm + 1，

于是增量方程可表示为

Kmam =DFm (6)

Km = ∫
Ω

 BT (Dep )m B t dΩ

解出Dam，则第m + 1步的解可近似表示为

am + 1 = am +Dam (7)

在实际应用中，有效的方法是将 Newton-

Raphson 法或修正的 Newton-Raphson 法与增量法

结合起来，即在每个增量步上应用 Newton-

Raphson法或修正的Newton-Raphson法。

2　类设计及其　类设计及其Python实现实现

有限元分析流程主要包含：前处理、分析计

算、后处理 3个部分。根据弹塑性有限元的求解

过程，并结合面向对象程序设计结构，设计了如

图 1所示的面向对象有限元框架。这样的设计使

得程序结构清晰，更符合从事有限元编程人员的

思维，也便于后续的扩充与维护。

2.1　　前处理前处理

有限元前处理是程序运行的基础，以几何区

域离散为单元，为后续的分析计算提供数据。本

文有限元框架的前处理，采用Gmsh
[15]
的接口API

进行参数化建模及网格划分，可做到即时的几何、

网格显示。Gmsh 是一个开源的有限元网格生成

器，内嵌了 CAD 引擎和后处理器，可处理 2D、

3D 几何网格，提供了多种网格以及网格剖分算

法 。 本 文 框 架 可 通 过 Mesh 类 的 派 生 类

GmshReader 获取采用 Gmsh 的 Python API 接口划

分网格时的网格数据，如节点坐标、单元节点数

•• 1109
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组、载荷数据、边界条件数据等，所有数据构成

了有限元程序的数据基础。也提供了对网格文件

的数据提取的派生类MeshReader，通过Python中

的meshio库可以方便地进行数据提取并转化为本

文程序需要的数组，meshio可以读取和写入多种

网格文件并在它们之间平滑转换，如 ABAQUS

(.inp)，ANSYS msh(.msh)，VTK(.vtk)等。

2.2　　分析计算分析计算

面向过程式的有限元分析是个高度耦合的过

程，节点、单元、载荷等相互影响、相互耦合，

使得整个程序难以维护和扩充。通过采用面向对

象的设计，可使得整个有限元程序的耦合过程清

晰可见，不需再关注所改变内容对其他部分的影

响，类的修改和扩充仅仅是在某一个类中实现的，

易于维护和扩充。本文按照有限元分析计算的主

要功能组，抽象出了如下几类：

(1) 节点类

在有限元分析中，通过将区域离散成单元，

所有的计算最终都是等效在节点上进行的，所以

节点类是所有类中最普遍的类。在大多数面向对

象有限元程序中，节点类不仅封装了坐标、自由

度数据，还附加了节点位移、节点力等。由于节

点类是有限元分析中实例化最多的类，本文简化

了节点类的设计，节点类的作用仅为其他类提供

节点坐标以及节点自由度，施加的节点力和节点

位移将在载荷类和约束类中进行，产生的节点力

和节点位移将在分析类中计算出结果后在后处理

类中获得节点数据和相关云图。

(2) 单元类

单元类是整个有限元的核心，有限元通过将

几何区域离散成单元，通过将单元刚度矩阵组装

成整体刚度矩阵后完成计算。对于有限元的刚度

矩阵，往往采用高斯积分，所有的计算均是在单

元内的高斯点上进行的，如形函数及其导数、雅

可比矩阵及其行列式等，应力应变及内力向量也

在此水平上进行计算，所以单元类承载着最核心

以及最繁重的计算。单元类按维度可分为一维单

元、二维单元、三维单元，所有维度的单元都可

以通过继承基础单元类实现。

(3) 材料类

材料类主要封装了材料编号、弹性模量、泊

松比等材料属性。材料类是为单元类服务的，通

过为不同的单元类中添加材料类实例为单元赋予

材料类的属性和方法，如材料厚度、单元类的屈

服应力、弹塑性矩阵等都是从材料类中调用得到

的。材料类通过继承可派生出各向同性弹性材料

类、塑性材料类以及各向异性材料类等。

(4) 载荷类

载荷类通过继承可以派生出节点载荷类、面载

荷类、体载荷类等。载荷类通过节点类实例获得节

点坐标、节点自由度，对于不同类型的载荷通过相

应的派生类可得到整体的等效节点荷载向量。

(5) 约束类

约束类通过节点类实例获得节点坐标、节点

自由度，通过继承，可采用置0化1法、乘大数法

等多种边界条件处理方法，实现对总体刚度矩阵

和等效节点载荷向量的修正。

(6) 线性求解类

线性方程组的求解方法有很多种，大致可分

为直接法和迭代法。直接法是指在不产生舍入误

差的前提下经过有限次运算得到的精确解。迭代

法是从解的某个近似值出发，通过迭代格式构造

一个无穷序列，使其收敛于方程组精确解。

Python语言的第三方库NumPy
[16]
和SciPy

[17]
都提供

图1 有限元类的设计

Fig. 1 Design of finite element classes
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了线性方程组的直接求解方法，同时，Scipy还提

供了稀疏矩阵的求解。对于有限元程序，矩阵规

模通常是较大的，可派生出如预处理共轭梯度法

等高效算法类求解稀疏矩阵方程组。

(7) 应力积分类

在进行弹塑性有限元计算中，应力的计算至

关重要，由于应力应变不再是简单的线性关系，

应力计算的精确性将直接影响到结果，选择合适

的积分算法尤为重要。应力积分方法可分为显示

算法和隐式算法，应力积分类可以派生出各种应

力更新算法类，如显式积分类、完全隐式积分类、

半隐式积分类等。隐式算法可参考文献[18]，下面

以显式算法为例，简单介绍其主要步骤。

step 1：计算应变增量 Dεn + 1。假定为弹性状

态，计算应力增量Dσe =DDεn + 1，并累加前一步的

应力状态计算试应力：σ trail = σn +Dσ
e，计算试应

力的等效应力 σ̄ trail。

step 2：利用试应力的等效应力 σ̄ trail与屈服应

力判断第 n+1 步的屈服状态。对于高斯点第 n、

n+1步均处于弹性状态，所求的试应力即为真实

应力；对于高斯点第 n步处于弹性状态，第 n+1

步处于塑性状态，则高斯点在给定的应变增量下

将进入弹塑性状态，存在一个比例因子 r，使

f (σn+(1-r)Dσeκn ) =0，r的求解可参考文献[19-20]；

对于第n、n+1步均处于塑性状态，此时为塑性加

载，全部应力增量用来计算塑性应变增量，令

r=1。因此，应变增量被分为导致纯弹性变形的

(1 - r )Dεn + 1。导致弹塑性变形的 rDεn + 1。

step 3：对于屈服高斯点用公式σ e
n + 1 = σn + (1 - r)

Dσe计算第n+1步应力的弹性部分σ e
n + 1。

step 4：为了获得更好的积分精度，通常将构

成弹塑性响应的应变增量分为足够多的小量，避

免解的飘逸，即Dεi = rDεn + 1 /m   Dσ e
i = rDσe /m。

step 5：计算Dσi = σ
e
i -DpDεi。

step 6：更新应力σi + 1 = σ
e
n + 1 +Dσi。

step 7：计算塑性应变增量和等效塑性应变增

量。重复计算 step 5~7共m次。

(8) 分析类

分析类是整个有限元计算的统筹部分，所有

的类在分析类中通过互相调用以达到最终的计算

目的。分析类的主要功能是组装单元刚度矩阵以

及单元内力向量、计算有限元系统位移、内力。

对于线弹性单元，只需要总体刚度矩阵和总体载

荷向量即可计算系统的总体位移，并由此计算出

应力应变等。对于弹塑性分析，应力应变不再是

线性关系，需要进行多次的增量迭代求解，由此

可派生出各种算法分析类。对于常见的非线性方

程组的求解方法有直接迭代法、牛顿迭代法、拟

牛顿迭代法、增量法、弧长法等。

目前常用的是牛顿迭代法和增量法的结合方

法，通过将载荷划分成有限的增量步，在每一个

增量步中应用牛顿迭代法。然而，当本构模型存

在应力下降的趋势，牛顿迭代法由于无法越过极

值点，则会导致计算无法收敛，很容易发生 snap-

through和 snap-back现象，此时则必须采用弧长法

等有效算法进行计算。通过对分析类的继承，可

以实现多种算法分析类如NewtonRaphsonAnalysis

类、ArcLengthAnalysis类等，不同的分析类可针

对不同类型问题，体现了面向对象有限元程序的

可扩充性和可维护性。

2.3　　后处理后处理

有限元的计算大多以位移为未知数，通过分

析计算得到的是单元节点位移，然而实际工程问

题中感兴趣的通常是应力分布，特别是最大应力

的位置和数值
[21]
。由于应变矩阵是插值函数对坐

标求导后的结果，这种导数运算使得应力应变的

精度较位移降低，因此，必须通过最佳应力点外

推的方式得到更精确的应力应变。

分析类计算出的单元节点位移和最佳应力点

的应力应变，通过后处理类利用外推获得节点较

精确的应力应变解。后处理类也提供了数据可视

化功能，Python语言拥有强大的数据可视化能力，

通过matplotlib
[22]
库可简便、快捷地绘制各类曲线、

图表，如位移载荷曲线、应力应变曲线等；通过
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将位移、应力应变等数据写入 VTK 文件后利用

PyVista
[23]
、Mayavi

[24]
等VTK相关库可进行云图绘

制，也可以用Paraview
[25]
等第三方软件进行显示。

将面向对象方法与有限元程序设计相融合，

并采用Python语言编写了面向对象弹塑性有限元

框架，大大简化了数据结构，提高了设计效率，

同时也提升了程序的可维护性与运行灵活性。通

过NumPy库可进行各种矩阵运算操作，支持大量

的维度数组与矩阵运算，针对数组运算提供大量

的数学函数库，相比C++语言，避免了矩阵类的

设计。另外，Python语法的简洁性也使面向对象

有限元程序的开发难度大幅降低，可视化也使有

限元程序更具有实用性。

3　算例及结果分析　算例及结果分析

首先，将基于Python所编写的面向对象弹塑

性有限元程序框架应用于受内压的厚壁圆筒弹塑

性有限元分析中，并通过与理论解及ABAQUS解

进行对比，以验证程序的正确性和计算结果的可

靠性。然后，将本文框架应用于土石混合体、混

凝土骨料的弹塑性细观力学分析中，并与

ABAQUS计算结果进行对比，以进一步验证面向

对象弹塑性有限元的有效性和对问题的适应性。

算例1 受内压的厚壁圆筒

考 虑 受 内 压 的 厚 壁 圆 筒 ， 设 其 内 径

a = 10 mm，外径 b = 15 mm，圆筒内部(r = a)承受

压力p = 150 MPa，外表面(r = b)为自由表面，材料

的弹性模量E = 200 GPa，泊松比 ν = 0.30，屈服强

度σY = 380 MPa。

考虑对称性，选取模型的1/4作为有限元计算

模型，如图 2(a)所示。利用Gmsh的Python API接

口进行四边形网格剖分，图 2(b)给出了单元数为

400的网格剖分图。以此网格剖分为例，验证本文

设计的面向对象弹塑性有限元程序框架对求解弹

塑性力学问题的正确性。采用 8节点平面应变四

边形单元，选用理想弹塑性模型进行计算，并服

从 V. Mises 屈服准则。图 3~4 分别给出了 r = a~b

内(y = 0)11个节点处的弹性阶段(p = 120 MPa)和弹

塑性阶段(p = 150 MPa)的径向应力、环向应力与理

论解
[26]
及ABAQUS解的比较结果。由此可见，本

文程序的计算结果与理论解、ABAQUS解吻合度

高，误差较小。

图2 模型与有限元网格

Fig. 2 Model and FEM mesh

图3 弹性阶段应力分布

Fig. 3 Stress distribution in elastic stage

图4 弹塑性阶段应力分布

Fig. 4 Stress distribution in elastic-plastic stage
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为进一步验证本文程序的实用性和有效性，

取不同单元数进行对比计算，选取 3 个特征点，

其坐标分别为(0.01, 0)、(0.012 5, 0)和(0.015, 0)，

将本文程序计算得到的 3个特征点处的径向应力

分别与理论解、ABAQUS解进行对比，并计算出

相应的相对误差，如表1所示。

(1) 与理论解对比：由于本文计算时采用的 8

节点四边形单元，在单元数为100时精度就较高，

当单元数由 100升至 400时，计算精度有所提高，

当单元数为 1 600 时，结果与单元数为 400 时接

近，这是由于在单元数为 400时计算结果已经很

接近理论解，继续提高单元数量也无法提高精度，

数值解将在理论解附近震荡。

(2) 与ABAQUS解对比：本文解与ABAQUS

解的误差基本保持在0.1%以下，随着网格数的增

加，特征点应力增加、减少的趋势也始终保持一致。

如图 5所示，不同网格数下的等效塑性应变

云图，可以看出，厚壁圆筒内壁屈服并向外扩张，

弹塑性交界线呈现弧形，符合理论实际。

针对Python运行效率问题，本文分别计算了

纯 Python语言程序以及利用Cython
[27]
对 Python中

一小部分代码加速后的运行平均时间，如表 2所

示。由表 2可知，利用Cython对Python加速效果

明显，并随着自由度的增加，加速效果越明显。

Cython不需要对Python原有代码作大量修改，仍

然保留着 Python 的语法特性，利用 Cython 对

Python 程序的加速可以有效解决 Python 的效率

问题。

为了体现面向对象弹塑性有限元框架的扩充

性，本文基于所提框架快速实现了基于单元的光

滑有限元(CS-FEM)
[28]
及基于单元的多边形光滑有

限元(nCS-FEM)
[29]
，并给出了不同方法在(0.01, 0)

处径向应力的比较，验证了本文扩充实现的光滑

有限元法的正确性与有效性，如表3所示。

表1　3个特征点处的径向应力及其误差比较

Table 1　Radial stress and comparisons of error at three special points

单元数

100

400

1 600

坐  标

(0.01, 0)
(0.012 5, 0)
(0.015, 0)
(0.01, 0)

(0.012 5, 0)
(0.015, 0)
(0.01, 0)

(0.012 5, 0)
(0.015, 0)

理论解

0.288 900
0.308 651
0.252 992
0.288 900
0.308 651
0.252 992
0.288 900
0.308 651
0.252 992

本文解

0.288 539
0.310 844
0.254 025
0.287 863
0.309 647
0.253 803
0.287 691
0.309 684
0.253 839

ABAQUS解

0.289 178
0.310 733
0.253 935
0.288 462
0.309 455
0.253 646
0.288 282
0.309 458
0.253 654

本文解与理论解
的相对误差/%

0.124 96
0.710 50
0.408 30
0.358 95
0.322 69
0.320 56
0.418 50
0.334 68
0.334 80

ABAQUS解与本文解
的相对误差/%

0.221 46
0.035 71
0.035 43
0.208 01
0.062 01
0.061 86
0.205 43
0.072  98
0.072 88

图5 不同单元数计算得到的等效塑性应变云图

Fig. 5 Nephograms of equivalent plastic strain obtained by different number of elements

表2　不同自由度下弹性阶段运行时间

Table 2　CPU times of elastic stage under different degrees 
of freedoms s 

自由度数
    2 602
  10 002
  39 202
  87 602
155 202

纯Python
    1.04
    7.33
  54.76
181.03
436.15

Cython加速
   0.20
   0.81
   3.81
  9.10
18.54
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算例2 土石混合体的弹塑性分析

选取 100 cm ´ 100 cm正方形试件，参考文献

[30]，土石混合体中各项材料的基本参数见表4。

考虑多边形块石含量为 30%的土石混合体细

观结构模型，材料采用关联流动法则的理想弹塑

性Mohr-Coulomb模型，对试件进行三角形网格剖

分，采用二次元进行计算，块石与土基体间不考

虑接触的影响。对多边形土石混合体模型进行单

向加载数值模拟实验，竖向施加大小为 0.15 MPa

的均布荷载，侧向自由边界，底端固定，如图 6

所示。图 7 和图 8 分别给出了本文计算得到的

Mises 等效应力(Mises)、等效塑性应变(PEEQ)各

云图与 ABAQUS 计算结果的对比情况。由此可

知，本文计算的结果均与ABAQUS计算结果高度

吻合。在等效塑性应变云图中，塑性应变区也都

出现在相同位置。

表3　特征点(0.01， 0)处径向应力的比较

Table 3　Comparison of radial stress at the point (0.01, 0)

单元数

100

400

1 600

理论解

CS-FEM

0.322 453

0.305 595

0.296 747

0.288 900

nCS-FEM

0.295 140

0.293 769

0.292 322

FEM(Q4)

0.336 624

0.313 096

0.300 599

表4　土石混合体细观结构材料参数

Table 4　Material parameters of soil-rock mixture

材料

土体

块石

弹性模
量/MPa

50

20 000

泊松比

0.3

0.2

密度/
(kg·m-3)

1 800

2 500

内摩擦
角/(°)

30

42

黏聚力/
KPa

50

500

图6 土石混合体模型与有限元网格

Fig. 6 Model of soil-rock mixture and FEM mesh

图7 算例2应力结果比较

Fig. 7 Comparison of stress results for example 2

图8 应变结果比较

Fig. 8 Comparison of strain results
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为了定量分析，在土石混合体模型中，选取

了 4个特征点，分别位于块石内部、基体上、边

界上、块石与基体的交接处，如图6(b)所示。对5

个特征点，分别给出了其相应的Mises等效应力，

y方向应力，x和 y方向位移及等效塑性应变，如

表 5所示。由此表可知本文程序计算得到的结果

与ABAQUS较为吻合。

算例3 骨料模型的弹塑性分析

考虑如图 9(a)所示含量为 50.30%的二级配骨

料模型，该试件尺寸为 150 mm ´ 150 mm，取单

位厚度。设基体材料的弹性模量E1 = 13.4 GPa，泊

松比 ν1 = 0.25，屈服应力 σs 1 = 25 MPa，切线模量

Et = 1.4 GPa；界面层的弹性模量 E2 = 11 GPa，泊

松比 ν2 = 0.20，屈服应力 σs 2 = 21 MPa，切线模量

Et=1.031 GPa；多边形骨料的弹性模量E3=74.5 GPa，

泊松比ν3 = 0.15。试件底端固定，在顶端施加均布

压力q=28 N/mm2。本算例应力单位均为MPa。

采用三角形网格剖分，如图 9(b)所示。计算

中采用平面应变三角形线性元和线性强化模型，

并服从V.Mises屈服准则。为了对比，在相同网格

剖分和参数下利用ABAQUS进行了计算。图10给

出了利用本文程序及ABAQUS计算得到的Mises

应力云图，从云图可以看出，两者基本吻合，最

大值和最小值的位置也完全一致。对界面层上的

A点(图9(b))，给出了利用本文程序及ABAQUS计

算得到的等效应力-应变曲线，如图 11所示。由

此可见，两者结果趋势一致，符合线性强化模型，

弹性区结果完全一致，但随着塑性的增大，两者

结果存在一点小偏差，原因是本文程序使用的是

显式应力更新算法，而ABAQUS采用的是默认的

隐式算法。

表5　本文计算结果与ABAQUS结果比较

Table 5　Comparison between the results obtained by our program and by ABAQUS

特征点

A
B
C
D

Mises
①

136 536
170 984
133 589
133 480

②
136 580
169 983
134 058
133 487

S22
①

-160 265
-171 182
-136 942
-139 969

②
-160 275
-169 860
-136 407
-140 358

U1
①

0.014 48
-0.037 91
-0.021 69
0.003 89

②
0.014 19
-0.037 86
-0.021 75
0.004 23

U2
①

-0.145 5
-0.100 08
-0.136 76
-0.091 55

②
-0.146 0
-0.100 69
-0.138 22
-0.091 27

PEEQ
①
0

0.003 21
0.017 39
0.001 61

②
0

0.003 33
0.018 07
0.001 56

注：①为本文程序计算结果；②为ABAQUS计算结果。

图9 二级配骨料模型与有限元网格

Fig. 9 Two-graded aggregate model and FEM mesh

图10 算例3应力结果比较

Fig. 10 Comparison of stress results for example 3
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上述算例的数值结果表明，本文设计的基于

Python的面向对象弹塑性有限元框架对求解实际

弹塑性力学问题具有很好的有效性和适应性。采

用Python可以方便快捷地进行面向对象有限元程

序的开发，其强大的第三方库与可视化能力也为

自编有限元程序赋予了更多可能。

4　结论　结论

有限元商业软件尽管功能强大，但在实际应

用中需要处理的问题往往是多样的，很多情况下，

将导致这些商业软件并不完全通用。当现有的功

能不再满足需要时就需要自己添加新的功能，尽

管商业软件都提供了用户子程序或内嵌语言等开

放接口，但其灵活性始终是受限制的。面向对象

非线性有限元框架的开发，可有效克服用户不能

直接修改商业软件程序源代码的缺陷，更能适应

实际问题的多样性和多变性。本文基于Python自

主开发了一个面向对象的弹塑性有限元分析框架，

其实用性和有效性也得到了算例验证。

采用基于 Python 的面向对象程序设计方法，

使得非线性有限元程序整体开发周期降低、开发

难度也大幅下降，并在此框架下可根据需要开发、

扩充额外的功能。相比 C++语言，Python 中的 

NumPy库可避免矩阵类的建立，Python强大的可

视化能力也为有限元数据处理提供了重要支持。

面向对象弹塑性有限元程序更加结构化，编写更

简便，代码的可重用成分更大，也更易于维护和

扩充，更能适应实际问题的多样性和多变性。本

文仅做了弹塑性有限元方法相关的开发和有限的

数值模拟试验，但所得到的数值结果还是令人鼓

舞的。今后，仍需对更多实际问题进行更广泛的

数值测试，以验证 Python编程的有效性。另外，

还需在几何大变形、接触非线性等方面开展更多

工作，以研制完整的非线性有限元分析模块，并

利用 Cython 进行持续优化以获得更好的计算

效率。
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