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摘要摘要：：针对导弹六自由度数学仿真中的弹体弹性模型，开展弹性振动抑制的验证方法研究。介绍

了用于导弹弹性振动抑制的陷波滤波器，分析了导弹飞行主动段和被动段中滤波器设计的验证思

路，指出了目前在数学仿真验证中存在的问题。基于调频现象提出了一种频率补偿的陷波滤波器

在线验证方法，通过对频率补偿函数进行理论推导可发现，该函数可适用于任何阶次的弹性频率

验证。通过构建弹体弹性频率补偿函数实现了对所设计陷波滤波器的验证，不仅验证了弹性频率

的陷波深度与理论设计值一致，还可以模拟不同弹性频率的基本特性。
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0　引言　引言

导弹在飞行过程中要承受很大的冲击与过载，

在各种载荷作用下，弹体不可避免地会出现弹性

振动现象，当固有频率接近弹体弹性振动频率时

将引起共振，严重时可造成弹体解体。因此，在

设计飞行控制系统时，需对弹性振动进行抑制
[1]
。

目前，工程中常采用陷波滤波器对弹体弹性频率

进行抑制，使控制系统的频率特性在弹体模态频

率处获得适当的增益衰减，保证控制系统的伺服

弹性稳定性
[2]
。

目前，针对弹体弹性振动抑制方法的研究主

要有几个方面：①对弹体弹性模型的建模进行研

究，如文献[3]通过研究弹性弹体的动力学方程得

到了弹性弹体的数学仿真模型，并对此进行了半

物理仿真；考虑到系统参数变化和外界干扰的影

响，文献[4]在数学仿真实验建模中对弹性振动振

型传递函数的参数设置为阻尼比不变，频率点下

拉 2 Hz、频率点不拉偏和频率点上拉 2 Hz共 3种

状态，以此来等效模拟弹体弹性模型；考虑导弹

时变性和非线性的可操纵弹性结构体，以及数学

模型的复杂性，文献[5]把导弹看作一个可操纵刚

体来推导数学模型，将导弹飞行控制系统进行了

固化处理，确定六自由度的导弹刚体模型，没有

考虑导弹弹性模型。②对弹体弹性振动影响进行

分析，文献[6]考虑各升力建模的气动干扰问题，

在没有固有振动模型的条件下，对细长飞行器进

行了气动伺服弹性发散分析；文献[7]分析了高超

声速试飞器助推段频谱特性，包括一二三阶弹性

频率，并指出需要对弹性振动幅值进行衰减，减

小弹体振型斜率对惯组和速率陀螺的影响，加强

控制系统在振动频率处的滤波作用；文献[8]考虑

变后掠翼导弹的外形特点，建立了导弹几何模型，

在不同变后掠角方式下对变后掠翼导弹的颤振特

性进行了计算分析，研究了基于颤振特性的变后

掠翼方式选取方案；文献[9]分析了导弹飞行过程

中弹性弹体受到的力和力矩，建立了小扰动线性

化方程组，给出了一个降阶的且可面向弹性振动

主动控制的状态空间模型，通过对某型导弹的幅

相特性仿真分析，验证了弹体弹性振动对其运动

系统的影响。③对弹体弹性模型进行振动抑制方

法的研究，文献[10]在导弹的刚体与弹性体混合数

学模型基础上，设计了广义最小二乘法的幅值滤

波器，对弹体弹性振动进行抑制，并通过六自由

度仿真算列验证了该方法的可行性；文献[11]采用

陷波滤波器对导弹弹性频率进行抑制，利用双线

性离散化方法，从陷波深度参数和陷波宽度参数

进行设计，没有解决滤波器离散化后的频率偏移

问题。

综上，目前少有文献报道如何在数学仿真或

半实物仿真中验证弹体弹性抑制方法，缺乏对弹

性抑制是否符合设计指标的验证方法研究。因此，

针对导弹六自由度数学仿真中的弹性模型，如何

在飞行控制系统中验证设计的弹性振动方法是否

符合设计指标成为一项亟需解决的问题，本文将

开展弹体弹性振动抑制的验证方法研究，有利于

提升飞行控制系统设计的质量与可靠性。

1　弹性抑制及验证分析　弹性抑制及验证分析

1.1　　抑制原理分析抑制原理分析

目前，一般对于弹体弹性抑制的做法是加入

针对弹体弹性频率的陷波滤波器。无论采用哪种

结构的稳定控制回路，陷波滤波器一般都是加在

阻尼回路前向、进入舵系统之前。陷波滤波器的

传递函数为

Gxb (s)=
T 2

xb s2 + 2ξxb2Txb s + 1

T 2
xb s2 + 2ξxb1Txb s + 1

(1)

式中：Txb = 1 ωxb为陷波时常数，ωxb为陷波频率；

ξxb1和ξxb2为阻尼系数。

弹体弹性固有频率与质量有关，图 1为导弹

的一阶弹性频率变化模型，可以看出，弹性频率

变化的相对维持不变的阶段，称之为被动段，此

时导弹质量固定，弹性频率恒定，此阶段的检验

只需提取出一个频率特性即可。通过提取的频率

特性，可模拟出一个较为简单的弹性振型，例如，
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x =A ´ sin(ω ´ t)的形式，做相应陷波滤波器设计验

证即可进行相关仿真验证弹性抑制效果。

弹性频率在不断变化的阶段称之为主动段，

此时导弹质量在不断减小，弹性频率在不断增加，

在数学仿真程序里面没有直接的验证方法，最简

单的就是在此阶段提取多个频率特性，在主动段

做分时段的振型模拟来进行弹性抑制的验证。

1.2　　问题分析问题分析

导弹飞行的被动段弹体弹性频率相对恒定，

可采用简单的模型做弹性频率模拟，再进行数学

仿真验证，因此，本文只讨论主动段的验证。

在通信原理中，若信号 y =A ´ sin(ω(t)´ t)，其

中，A为幅值；ω(t)= 2πf (t)为主动段频率，它是随

时间变化的函数，那么信号y在某一时刻 t0处的瞬

时频率为

f瞬 =
¶(ω(t)´ t)

¶t | t = t0
=ω(t)+

¶ω(t)
¶t

´ t | t = t0
(2)

信号y在某一时刻 t0处的中心频率为

f中 =ω(t) | t = t0
(3)

信号y在 t0时刻的频率偏移为

f偏 = f瞬 - f中 =
¶ω(t)
¶t

´ t | t = t0
(4)

如果用y信号来表征弹性频率，那么因为频率

偏移现象，每一时刻的频率所带入的瞬时频率并

不能够表征此时振型特性的中心频率，采用这种

频率特性进行数学仿真时，在理论上会存在偏差。

若t = 1:0.001:10 f = 1:0.001:10，可以看出 f和 t

是最简单的线性关系，即 f(t)=t。根据上述原理

可知

f瞬 = 2t | t = t0
(5)

f中 = t | t = t0
(6)

假设 t0 = 1.5，即 f瞬 = 3，f中 = 1.5，所以频率偏

移相差1.5 Hz，如图2所示。

2　验证方法研究　验证方法研究

在主动段直接模拟弹性频率，能够直接体现

弹性频率的变化，全面覆盖弹性频率特性，但是

会带来频率偏移现象。基于此，提出 2种方法对

主动段弹性频率抑制进行验证。

2.1　　分时间段分时间段

分时间段就是在每个时间段进行简单弹性频

率模拟，再做数学仿真验证：

x =

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

A ´ sin(ω1 ´ t)  t ≤ t1

A ´ sin(ω2 ´ t)  t1 < t ≤ t2

A ´ sin(ωi ´ t)  ti - 1 < t ≤ ti  i = 34n
 ...

(7)

然后再按照被动段的方法进行验证即可，分

段区间越短，ωi所能表征的频率特征就越多。

由上述原理可知，该方法原理简单、易于理

解，但需分段模拟无数个频率点，在六自由度仿

真验证中操作复杂，不易于工程实践应用。

O

一
阶
弹
性
频
率

导弹飞行时间

主动段 被动段

图1 弹体一阶弹性频率变化图

Fig. 1 Diagram of the first-order elastic frequency variation 
of projectile

图2 频率偏移现象

Fig. 2 Frequency shift phenomenon
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2.2　　频偏补偿函数验证方法频偏补偿函数验证方法

首先，考虑是否存在一个可以表征弹性频率

变化的全体特性函数，采用结构上的补偿方式，

消除频率偏移。针对信号 y =A ´ sin(ω(t)´ t)，若存

在一个补偿函数 H(t)，使信号变成了 yp =A ´

sin((ω(t)-H(t))´ t)，则

ωp (t)= (ω(t)-H(t))´ t (8)

那么，瞬时频率为

fp瞬 =
¶(ωp (t))

¶t
=
¶((ω(t)-H(t))´ t)

¶t
=

   ω(t)+
¶(ω(t))
¶t

t -H(t)-
¶(H(t))
¶t

t (9)

所以，信号在任意时刻 t的频率偏移为

fp偏 = fp 瞬 - f中 =

  ω(t)+
¶(ω(t))
¶t

t -H (t ) - ¶(H(t))
¶t

t -ω(t)=

  
¶(ω(t))
¶t

t -H(t)-
¶(H(t))
¶t

t

(10)

若想要频率偏移为0，则

H(t)+
¶(H(t))
¶t

t =
¶(ω(t))
¶t

t (11)

(1) 若ω(t)与时间 t为一阶线性关系

假设ω(t)=A1 ´ t +A0为已知函数，求补偿函数

H(t)，假定H(t)=B1 ´ t +B0，根据式(11)有

B1 ´ t +B0 +B1 ´ t =A1 ´ tÛ 2B1 ´ t +B0 =A1 ´ t

(12)

由此可得

B1 = A1 2 B0 = 0 (13)

(2) 若ω(t)与时间 t为二阶非线性关系

假设ω(t)=A2 ´ t2 +A1 ´ t +A0 为已知函数，补

偿函数H(t)=B2 ´ t2 +B1 ´ t +B0，根据式(11)有

B2 ´ t2 +B1 ´ t +B0 + 2B2 ´ t2 +B1 ´ t =
2A2 ´ t2 +A1 ´ tÛ 3B2 ´ t2 + 2B1 ´ t +B0 =
2A2 ´ t2 +A1 ´ t (14)

由此可得

ì
í
î

B2 = 2A2 3 B1 = A1 2

B0 = 0
(15)

(3) 若ω(t)与时间 t为n(n为大于1的正整数)阶

非线性关系

假设ω(t)为已知函数：

ω(t)=An ´ tn +An - 1 ´ tn - 1 ++A2 ´ t2 +A1 ´ t+A0

(16)

假定补偿函数为

H(t)=Bn ´ tn +Bn - 1 ´ tn - 1 ++B2 ´ t2 +B1 ´ t+B0

(17)

则根据式(11)有

H(t)+
¶(H(t))
¶t

t =
¶(ω(t))
¶t

t

                         

H(t)+
¶(H(t))
¶t

t = (Bn ´ tn +Bn - 1 ´ tn - 1 + +B1 ´

        t +B0 )+ (nBn ´ tn + (n - 1)Bn - 1 ´ tn - 1 + +
        2B2 ´ t2 +B1 ´ t)= (n + 1)Bn ´ tn + nBn - 1 ´
        tn - 1 + (n - 1)Bn - 2 ´ tn - 2 ++ 3B2 ´ t2 + 2B1 ´
        t+B0

¶(ω(t))
¶t

t = nAn ´ tn + (n - 1)An - 1 ´ tn - 1 +

        (n- 2)An - 2 ´ tn - 2 ++ 2A2 ´ t2 +A1 ´ t

(18)

式(18)左右两边相等，可求出假定补偿函数H(t)

的 参 数 为 Bn =
n

n + 1
AnBn - 1 =

n - 1
n

An - 1B2 =

2
3

A2B1 = A1 2 B0 = 0n = 12。

通过检验，补偿函数H(t)适用于任意阶数的

弹性频率ω(t)。因此，若想要频率偏移为0，则只

需要按照上述方法构造一个补偿函数 H(t)即可，

这样就可以对弹体弹性抑制进行在线验证。

3　仿真校验　仿真校验

为了方便验证构建频率补偿函数，假设主动

段弹体弹性频率为一阶线性关系：

ω(t)= 6.25 ´ t + 150 (19)

因此，验证函数为

y =A ´ sin(ω(t)´ t)=A ´ sin((6.25 ´ t + 150)´ t)

(20)

根据2.2节可得新的频率函数为

yp =A ´ sin((ω(t)-H(t))´ t)=

A ´ sin ((6.25 ´ t + 150 -
6.25

2
t ) ´ t ) (21)
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若 t =12.64 s，则ω = 229 rad/s，在数学仿真中

按照补偿频率偏移函数对该频率点进行弹性抑制

验证。假设式(1)中阻尼比 ξxb2、ξxb1 分别为 0.01、

0.5，则陷波深度为 20 ´ lg(ξxb2 /ξxb1 )=-33.98 dB，

陷波滤波器的特性如图3所示。从图3可知，在频

率229 rad/s处对应的陷波深度为–34 dB。

按照式(21)，在一阶陷波滤波器前的舵信号

udx1加入幅值为 10 V、频率为 229 rad/s的正弦信

号，滤波后的信号为 udx1p，验证结果如图 4~5

所示。

从上述可知，滤波前信号的幅值为 19.9 V，

经过陷波滤波器后的信号幅值为0.4 V，因此可求

陷波器深度为20 ´ lg(0.4/19.9)=-33.94 dB，与理论

设计值相符合。此外，为了验证所设计方法对于

其他频率点的适用性，选取频率为 205 rad/s作为

试验点，从图 3可知，在频率 205 rad/s处对应的

陷波深度为-13.4 dB、相位延迟为 72.5°。该频率

点滤波前后的舵信号放大图如图6所示。

从图 6 可知，滤波前信号的幅值为 19.97 V，

经过陷波滤波器后的信号幅值为 4.38 V，因此，

可求陷波器深度为 20 ´ lg(4.38/19.97)=-13.2 dB，

与理论设计值相符合。

图4 滤波前后舵信号对比图

Fig. 4 Comparison of rudder signal before and after filtering
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图5 滤波前后局部放大图 I
Fig. 5 Partial enlarged fig.I before and after filtering

图3 陷波滤波器伯德图

Fig. 3 Bode diagram of notch filter
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4　结论　结论

本文开展了弹体弹性抑制的验证方法研究，

基于调频现象提出了一种频率补偿的陷波滤波器

在线验证方法，该频率补偿函数可以适应于任何

阶次的弹性频率。针对主动段弹性频率直接验证

带来频率偏移的问题，通过构建的弹体弹性补偿

函数实现了对陷波滤波器的有效验证，数学仿真

结果验证了弹性频率的陷波深度与理论设计值一

致，提升了飞行控制系统设计的质量与可靠性，

具有较强的工程应用价值。
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